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Über den Zellersehen Be·weis des quadratischen 
Heziprozitätssatzes. 
Von 
R. DEDEKIND in Braunsch wcig. 
Das Lemma, auf welches Gauß seinen dritten und fiinften 
Beweis des Reziprozitiitssatzes gegründet hat, ist später der Am;-
gangspunkt für viele andere Be..,-eise desselben Satzes geworden1). 
Unter allen diesen Beweisen scheint mir der einfachste der zu 
sein, welchen Chr. Zeller 2) mir in einem Briefe vom 8. Juli 
187:! mitgeteilt hat; dieser Brief schließt mit rleu durchaus zu-
treffenden Worten: "Man braucht also jene Hilf,;größen nicht, 
welche bisher bei dem Beweise unseres Satzes verwendet worden 
sind und denselben umständlich gemacht haben." In der Tat ver-
meidet Zeller gänzlich die in dem dritten Beweise von Gauß 
eingeführten größten Ganzen [ a:J und gelangt zum Ziele, indem 
er zwei neue Betrachtungen mit dem Lemma von Gauß >erbindet. 
Einige Monate später hat Zeller (in dem Sitzungsberichte der 
Berliner Akademie vom 16. Dezember 1872) einen sehr iihnlichen 
Beweis veröffentlichen lassen, in welchem an Steile der zweiten 
Betrachtung eine dritte tritt, wodurch abrr die Einfachheit nach 
meinrr Ansieht ein wenig gditten hat. Mag HU!l diesP AbiindP-
rung noch so geringfügig scheinen, HO glaube ich doch Z ellers 
11 Eine sehr •~ingchencte Darstellung dict<er Beweise• findet lllan bei 
P. Bach m a, nn (Nie(lere Z<thlentheotie, erst<'r Teil, 1902, Seile 212-:!SH). 
2) Drtmals l'farrnr unct Bezirks-Sl'hnlinspeHor zu \\" cilcr hei :-;ehom-
dorf (WiirttemLerg), spiitPr Seminarrektor in l\IarkgröningPn, wo rr im 




24 H. DrmEl<I~ll: 
Verdienst in ein helleres Licht zn rücken, 'renn ich den wesent-
lichen Inhalt des genannten Briefes in freier Umarbeitung und 
geänderter Bezeichnung jetzt bekannt mache. 
Hierzu ist es freilich nötig die bekamlten 'l'atsachen, auf 
denen das Lemma von Gauß beruht, kurz in Erinnerung zu 
bringen, und zwar in der Form, daß unter dem He s t e einer 
ganzen Zahl in bezugauf einen ungeraden Modulus 11 > 1 immer 
ihr absolut kleinster, also zwischen den Grenzen ± ~ ge-
legener Rest verstanden werden soll. Läßt man nun, wenn q re-
lative Primzahl zu p ist, den Faktor lt alle ganzen Zahlen 
. p-1 1, 2, ... ' 2 
des Intervalles 0 < h < ~ durchlaufen, und bildet mau die Reste a 
und die Quotienten y für die Produkte 
(1) hq = a + yp ~~ a (mod.JJ!, 
so sind diese Reste a alle von Null nn<l amh yon einander ver-
schieden, weil zwei verschiedene Faktoren h immer zwei in kon-
gruente Produkte hq erzeugen; da ferner auch die Summe von 
zwei Produkten hq niemals durch p teilbar ist, so siwl sogar die 
absoluten vVerte aller Reste a verschieden und stimmen folg-
lich in ihrem Komplex mit den Faktoren h völlig überein; jeder 
Faktor h ist auch der absolute Wert von einem und nur einem 
Reste a. Bedeutet daher P das Produkt aller Faktoren h, und 
m die Anzahl derjenigen Reste a, welche negativ sind, so ist 
P(-l)rn das Produkt aller Reste a, und durch .:\Iultiplikation 
aller Kongruenzen (1) ergibt sich 
p -1 
Pq~ == P(-1)"' (mod.p). 
Wird jetzt angenommen, daß die ungeraclP Zahlp eine Prim-
zahl ist, so ist das Produkt P nicht teilbar durch p, mithin 
p-1 
q 2 ~ (-1)"' (mod. p). 
Das nach Eu ler benannte Kriterium hesteht bekanntlieh darin, 
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daß die Potenz linker Hand = + 1 oder .~ - 1 (mod. p) ist, je 
nachdem q quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, und 
wenn man diese positive oder negative Einheit nach J.,egendre 
durch das Svmbol (-![_) bezeichnet, so kann das Resultat der vor-
• p . 
hergehenden Betrachtung dnrch <lie Gleichung 
(;~) = ( -1)'" 
ausgedrückt werden 1). Hierin besteht das oben erwiihntu Lemma 
von Gauß. 
Ist q ebenfalls eine unw'rade positive Primzahl, KO wird 
der zu beweisende Reziprozität::;:oatz bekanntlil'h durch die 
Gleichung 
p-1 ~-1 
(~) G) = c-n 2 
ausgedrückt, welche jetzt mit Hilfe dus Lemma von Gauß cme 
einfachere Gestalt annimmt. Durchliiuft nämlieh der Faktor k 
alle ganzen Zahlen 
1 •) . . . 'I- 1 
' _,' ' 2 
das Intervalls 0 < k < ~ , und bildet man wie in (1) die Heste b 
und die Quotienten x für die Produkte 
kp = b + xq _ b (mod. q), 12) 
so sind die absoluten vV erte der Reste b wieder alle V ersehieden, 
und ebenso wird 
( ~) = ( -1)", 
wo n die Anzahl (krjenigen i{este l! bedeutet, die negativ :-;ind: 
hiPrdureh verwandPlt Hi('h der zu bem~iH('lld~' ;-)atz otl'enbar in 
die Kongruen11 
111 + Jl . Jl ·- 1 'I --- 1 ( mod. :!) ~ ~ ' 
1) E. Sc h n r.i ll g hat. lwmerkt, daß <liesP!he auch fiir eh;; von Ja c o h i 
verallgemeinerte\ Symbol von LPg<'n(lre gilt ('>fonat"bericht der Hnlincr 
Akademie vom 22. Juni lSI(;J. 
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welche auch so ausgesprochen werden kann: Die Summe m + n 
ist stets und nur dann ungerade, wennp-q=-1 (mod.4) ist. 
Nachdem diese Umformung des Reziprozitätssatzes, welche 
die Grundlage für den dritten und fünften Beweis von Gauß 
bildet, in Erinnerung gebracht ist, will ich jetzt die beiden Haupt-
punkte hervorheben, auf denen Zellers Beweis beruht. Hierbei 
setze ich lediglich voraus, es seien p, q relative 1) Primzahlen, 
beide ungerade, positiv und > 1; auch soll (wie in der Berliner 
Darstellung) p die kleinere dieser beiden Zahlen bedeuten. 
Die ~rste Bemerkung Zellers geht aus einer Vergleichung 
der beiden Reihen (1) und (2) hervor und besteht darin, daß alle 
Gleichungen (1) aus ebenso vielen Gleichungen (2) nur durch 
Umsetzung ihrer Glieder entspringen. Ist z. B. 1J = 11, q = 27, 
so erhält man die Reihe (2) und daraus die Reihe (1) in der 
folgenden 'l'abelle: 
l.p=+ll+O.q. 
2.p=- 5+1.ql1.q=+5+ 2.p 
I 
3. p = + 6 + 1. q 
4. p = - 10 + 2 . q 
5. p = + 1 + 2 . q 2 . q = - 1 + 5 . p 
6. p = + 12 + 2 . q 
1. p =- 4 + 3. q t 3. q = + 4 + 1. p 
8. p = + 7 + 3 . q I 
I 
9. p = - 9 + 4 . q I 
I 
10. p = + 2 + 4 . q 1 4 . q = - 2 + 1o . p 




13. Jl = + 8 + f) . q 
Um diese Beziehung zwischen den beiden Reihen allgemein 
zu beweisen, setze man jede Gleichung (1) in die Form 
1) Der folgende Beweis gilt daher zu folge der vorhergehenden An-
merkung auch für d•~n verallgRmPinerten Reziprozitätssatz. 
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yp =- a + lu1; 
au.; der Definition der Zahlen a, h und aus unserer Annahme 
p < q folgt 
- ; < -- a < + f, p < hq < ~ q, 
hieraus durch Addition und Division durch p 
1 !J + 1 
+2<y< 2 ' 
mithin auch 0 < y < ~~- · Also ist jeder m der Reihe (1) auf-
tretende Quotient y auch einer der Faktoren k iJ1 der Heihe C 2), 
und da jede Zahl - a zwischen dPn Grenzen ± ::, also gewiß 
auch zwischen ± {~ liegt, so ist - a der diesem Faktor k = y 
entsprechende Hest b des Produktes kp in (2), und der (~uotient 
X= h, W. Z. b. \Y. 
Mit diesen ltesten b = - o, deren. Amahl = P-; 1 ist, sind 
aber alle zwischen den GremPn :+:: ~~I_ liegenden H e"tP l1 iu (:!) 
erschöpft, weil, wie oben henwrkt, die nb~oluten \Verte aller 
Heste b von einauder verschieden sind. Die Anzahl m der nega-
tiven Heste a in (1) ist daher zugleich die Anzahl dPrjenigen 
positivenRestebin(2), welche<~ sind; fügt man zu diesen m 
positiven Resten b noch alle 11 negativen Reste h hinzu, so 1st 
die Summe m + n die Anzahl allerRestebin (2), welche 
in dem Intervalle 
- jl_ < U / + }I 
2 --...... 2 (4) 
liegen. 
In dem obigen Beispiel Jl = 1l, q = 27, wo m = 2, 11 = D, 
liegen im Intervalle C4) die siebe11 Heste /J =- 10, - !1, - \ 
- 4, - B, + 1, + 2; die ührig;en sechs Heste sind b ~~ G, 7, S, 
11. 12, n-
Nachdem hiermit die Hcrleutung drr Summe m + n fiir die 
Reihe (2) festgcstrllt ist, lwantwortet Zell l' r die Hanptfra.gE> 
naeh ihrer Parität, ob sie geralle oder ungerade iO't, dureh eine 
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zweite Betrachtung, deren einfacher Grundgedanke in Folgen-
dem besteht. vVenn es in einem endliehen System von Elementen 
b ein Gesetz gibt, das jedem b ein bestimmtes Element b' desselben 
Systems zuordnet, und zwar so symmetrisch, daß umgekehrt 
( b')' = b wird, so hat die Anzahl aller b offenbar dieselbe Parität 
wie die Anzahl der Fiille, in denen b' = b ist. Für unsere Unter-
suchung, wo es sich um die Reste b in der Reihe (2) handelt, 
gewinnt Zell er eine solche Verteilung in symmetrische Paare 
l1, b' auf folgende Weise. 
Durchläuft der Faktor k alle seine Werte, und setzt man 
(5) k + 7/ = q +l 
2 ' 
so durchläuft 7/ offenbar dieselben Werte in umgekehrter Folge, 
und jedem solchen Faktorenpaar k, k' entspricht ein Restenpaar . 
b _ kp, b' = k'p (mod. q). 
Da jeder Rest l1 durch einen und nur einen Faktor k erzeugt wird, 
so ist dmch b vermöge (5) auch der Faktor 7/, mithin auch der 
zugehürige Rest b' vollständig bestimmt, und aus der Symmetrie 
der Gleichung ( 5) in bezugauf k, k' folgt, daß umgekehrt (b ')' = b 
ist. Durch Addition der beiden vorstehenden Kongruenzen mit 
Hücksicht auf (5) folgt die Kongruenz 
b + b'=·~t_l.. p (mod. q), 
welche die gegenseitige Abhängigkeit der beiden, ein symmetri-
sches Paar bildenden Reste b, b' vollständig ausdrückt. Dies läßt 
sich aber noch genauer verfolgen. Zufolge der Definition der Reste 
b, b' liegt einerseits ihre Summe b + b' gewiß zwischen den Grenzen 
± q; andererseits ist das ihr kongruente Produkt 
\".G) q + 1 ~ p ~ q + p + 1 _ p+ q p --1 2 p- 2 2 lj- 2 + 2 q, 
mithin 
b + b' =P 
2
q =ptq (mod. q), 
und da zufolge unserer Annahme p < q die beiden Zahlen 1' ~ q 
ebenfalls Z\Yischen den Grenzen ± IJ liegen, so ist 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00063768
entweder b + 7/ = 1'- '1 
2 
oder b + (/ = P + '1 · 
2 
Im er:,;ten Fall sind beide l\,este b, b' algebraisch<~; "~äre 
nämlich einer derselben, 't. B. b' >~'so wäre der andere b <- ~' 
was der Definition von b 1viderspricht. Im zweiten Fall siml 
beicle Reste > 1~ ; wäre ntimlich z. B. Z/ < 1; , so wäre b > ; , 
was abermals unmöglich ist. JHithin sondern sich die beiden Fälle 
in folgender vVeise scharf voneinander: 
I. b + 7/ = p-rz - 'l <li, D'<+ p ~I I 2 ' ~ :? 
IJ. li + 7/ = 1'+'1 + J! < b, 7/ < + q I:-\) :.! ' •I :.! 
und zugleich lenchtet ein, daß b' in jedem dieser l1eiden Inter-
valle dieHellwn vVerte wi(' IJ. aber iu umgekehrter Größenfolge 
durchläuft. 
\Vir hetraelitL'll jeht nur lllWh daH N~te lntervallll), welche;.; 
identisch 111it 1km obigen in ( ..J.) ist nJHl folgli<'h genau m + n 
!teste b enthält. lJiese Surrune 111 + 11 wird dah1•r immer gerade 
sein, wenn jedes symmetrisehe Restpaar in (I) aus zwei un-
gleichen Resten b, b' bec;teht. Da fernPr der b-,all b = b' immer 
und nur dann eintrifft, wenn zugleich /.· = 7/ ist, so geschieht dies 
in (1) gewiß und nur in dem einzigen Fall, wenn gleichzeitig 
b = b' = p - q k = J,;' = I) + 1 
4 ' 4 ' 
also 
p ::=: q ::::- 1 (mod. 4) 
ist, und da alle anderen, etwa in (7) enthaltenen Restpaare aus 
'twei ungleichen Resten b, l/ bestehen, so ist die Summt> 111 ~' n 
in diesem uud nnr in diesem Falle (9) ungerade. 
Hiermit ist die Kongrucm (i3), also nuch der HP";ipro'ti-
tiitssat't wirklich bewiesPn. -
Zur ErHint<>rnng bemerke ich no(·h folgendes. bt r1 .• --c 1 
(mod. 4), so folgt aus (5), daß der Fall k = 7/ niemals eintretf>n 
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kann; es wird daher jedes Restpaar sowohl m (7) wie m (8) 
aus zwei ungleichen Resten b, b' bestehen, und folglich ist so-
wohl die Anzahl m + n der Reste b in (7), wie die Anzahl 
l{~ 1 - m- n der Reste b in (8) gerade. Ist dagegen q - 1 
(mod. 4), so tritt der Fall k = k', also auch b = b', gewiß einmal 
ein, nämlich in (7) oder (8), je nachdem p ~- 1 oder = + 1 
(mod. 4) ist. 
In dem obigen Beispiel p = 11, q = 27, wo m = 2, n = 5, 
ordnen sich die sieben Reste des Intervalles (7) in die vier Paare 
(b, b') = (- 10, + 2), (- 9, + 1J, (- 5,- 3), (- 4,- 4) 
mit der Summe b + b' =- 8, und die sechs Reste des Inter-
valles (8) zerfallen in die drei Paare 
(b, b') = (6, 13), (7, 12), (8, 11) 
mit der Summe b + b' = + 19. Da dieses Beispiel den Be-
dingungen (9) genügt, so entspricht dem Faktor k = k' = 7 das 
im Intervall (7) liegende, aus zwei gleichen Resten bestehende 
Paar b = b' = - 4. 
Im vorstehenden habe ich Zellers scharfsinnigen Beweis (auf 
Grund des Briefes vom 8. Juli 1872) etwas ausführlicher dar-
gestellt, weil er mit geringstem Aufwande von Rechnung eine 
sehr deutliche Einsicht in den Bau und den Zusammenhang der 
beiden Reihen ( 1), (2) gibt und deshalb besonders geeignet zum 
Vortrnge vor Anfängern erscheint. Um ihn mit der sehr kurz 
gefaßten Berliner Darstellung (vom 16. Dezember 1872) bequem 
zu vergleichen, ändere ich die in der letzteren gewählte Bezeich-
nung so ab, daß sie mit unserer obigen übereinstimmt, und außer-
dem will ich zur Abkürzung die Anzahl der Reste b innerhalb 
de:'< Intervalles 
(10) _q<b<-p 2 2 
mit t ber.eichnen. Durch eine Betrachtung, die nahezu mit dem 
ersten Teile des obigen Beweises übereinstimmt, ergibt sich zu-
nächl'lt die Zerlcgung 
(11) p-1 m + n = 2 + t, 
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(_?.) c~J (...f) 
und handelt sich es daher jetzt noch um die Frage, wann die 
Anzahl t gerade oder ungerade ist. Dazu dient wieder eine V er-
teilung der Heste b in symmetrische Paare, die aber von der 
obigen, durch (5) bestimmten wesentlich abweicht und deshalb 
hier näher behandelt werden soll. Schließt man in (2) den größten 
Faktor k = 11 -;;--1 aus, dem zufolge (6) nach Subtraktion von p 
der positive Rest b = q --;;- Ji entspricht, und setzt man 
k +V'= IJ -1 
'-' 2 ' ( 1:?) 
so durchläuft k" dieselben lf -;;- 3 Faktoren wie k, und jedes Paar 
von Resten b kp, b"-== k"p ( mod. IJ.I liefert eine zwischen den 
Grenzen ± q liegende Surmne 
b + b" = q {i ~ p = - p t q = q -;;- f! ( rnod. IJ) . 
Verfährt man ähnlich wie oben, so erhiilt man wieder zwei scharf 
getrennte Intervalle 
JII. b + l/' = -- P+CJ. - q < h, &"<- J! 2 
' 
2 2 
IV. b + b" = + q -p. - p <b, b"< + 'l 
2 ' 2 2 ' 
in denen b" immer dieselben Werte wie b durchläuft. Da das 
Intervall III mit dem in (10) identisch ist und folglicht Reste l1 
enthält (weil der einzige ausgeschlossene Rest b = q 
2 
P außer-
halb dieses Intervalles liegt\, so ergibt sich durch deren Vertei-
lung in s.nnmetrische Paare b, 7/', daß diese Anzahl t stets und 
nur dann ungerade io;t, wenn der Fall 
k = !.·'' coc iJ - t li = I/' = + , J! + '1 4 
eintritt, was immer nnd nur dann ge::;chieht, wenn q __ :: 1, ]J .·~-c -- 1 
(mod. 4) ist. Durch Kombination dieses Hesultates mit der obi~en 
Zerlegung (11) gelangt schließlieh die Berliner Dar,;tt>llung, in-
dem sie die einzelnen Fiille der Reste von Jl. q (mod . .J) durch-
geht, ebenfalls zu dem Endergebnis, daß die Suwme m !- n dann 
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und nur dann ungerade ist, wenn p -= !] = - 1 I, mod. 4) i,.,t, 
w. z. b. w.-
Ans mehreren Gründen verdient wohl der frühere Beweis 
den Vorzug vor diesem zweiten. Da der Charakter der NY.ml'Rer :fi..VYwn-t.V 
m + n (mod. 2) das einzige Ziel der Untersuchung bildet, so er-
scheint ihre Zerlegung (11) in zwei Bestandteile von vornherein 
als ein Umweg, der sich am Schluß nochmals fühlbar macht; 
außerdem ist die hier benutzte, durch (12) bestimmte Verteilung 
der Reste b in symmetrische Paare weniger einfach als die frühere, 
schon weil sie den Ausschluß eines Faktors k und des ent-
sprechenden Restes b erfordert. 
Als Zell er mir seinen Beweis mitteilte, kannb~ er den 
dritten Beweis von Gauß nur in der schon vereinfachten Dar-
stellung, wie sie sich in §§ 43, 44 der Vorlesungen über Zahlen-
theorie von Dirichlet (zweite Auflage 1871) findet. In meiner 
Antwort (vom 13. Juli 1872) drückte ich ihm meine Fnmde über 
seinen Beweis aus, der so geraden Wegs auf das Ziel zu:-;teuert, 
und fügte eine kurze Darstellung des fünften Beweises von Gauß 
hinzu, der ihm augenscheinlich noch unbekannt war. Dies hat 
Zeller veranlaßt, mir noch einmal zu schreiben (am 7. Oktober 
1872); auch in diesem Briefe findet sich noch keine Spur VOll 
der eben besprochen':ln zweiten Symmetrie der Reihe (2), diP 
den Nerv des Beweises in der Berliner Darstellung bildet; er 
enthält aber noch zwölf Formeln, die von gewissen Summen der 
Reste a, b und der Quotienten y, x in den Reihen (1) 1 (2) han-
deln und dama1s, wie ich glaube, noch unbekannt waren. Diese 
.Formeln, deren Beweise Zeller zum Teil andeutet, sind eigent-
lieh nur Korn binationen von sechs verschiedenen Relationen, die 
ich jetzt im Anschluß an den ersten Beweis von Zeller noch 
ableiten will. Hierbei bezeichne ich die Reste a, b resp. mit 
a11 b1 oder mit a2 , h2 , je nachdem sie negativ oder positiv sind, 
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Da die absoluten vVerte - au a" aller Reste a mit den Fak-
toren h, ebenso die absoluten vVerte -- b1 , b2 aller Reste b mit 
den Faktoren k übereinstimmen, so erhält mau zunächst 
(13) 
(14) 
Zwei neue Gleichungen folgen aus der Betrachtung der bei-
den Intervalle ("i), (8). Während die m + n Reste b in ("i 1 aus 
den n negativen Resten b1 und den m positiven Zahlen - a 1 be-
stehen, so verbleiben nach Entfernung der letzteren aus den 
Resten b2 die q-:; 1 - m - n Reste b in (8), und da b' in jedem 
der beiden Inter.-alle dieselben vV erte wie b durchläuft, so folgt 
durch Summation 
(151 
~ (16 I 
Durch .Auflösung dieser vier Gleichungen ergibt sich 
Jl -1 ,,._ 1 
- 4 A1 = p(m + n) - 2 2 (1 "i 1 
4 B ( + ) Jl - 1 q - 1 ( 18_-.1, -· l=qm n- 2 2 
_1_ JA = 2P_+q + 1 P = 1 - p Im ..-:... n) ,:_19) 
I 2 2 2 \ ' • 
+ 4 B = 
2 !f + P + 1 'I - 1 - q (m + n) ':>01 
2 2 2 ' (:. / 
woraus anch noeh 
2.A = :21A1 + .A.,) ~c Jl + '!]>-=-:.~ ~-}! (m + n) (:!l1 \ - 2 ~ ' 
") 1' c= •>(I' + I' I~.]!+ 'I q-- 1 ~- lf !m + ll_) i :!:() 
..... ) ,;..; \ _) 1 )~ ':.! 2 \ 
folgt. 
Es leuchtet ein, daß aus jeder dieser Formeln au('h die Kon-
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bemerken, daß diese Kongruenz durch die sclürferc 
(23) p- 1 q 1 ' 1 4' m + n _ - - 2 - --2 - ( mo! . ) 
ersetzt werden kann, die man leicht erlüilt, wetm mrrn z. B. die 
Gleichung (17) mit p multipliziert und be<lenkt, <laß JJ 2 == 1, 
also p(zJ- J)-- (p- 1) (mocl. 8) ist. 
Besonders hervorzuheben ist aber, daß alle diese Formeln, 
obwohl sie auf der ausdrücklichen Anuahme p < fJ beruhen, 
augenschAinlich auch für die cutgegengesetzte Annahme Ji > (j 
gelten, weil die Ausdrücke für B1 • B2 und B aus denen fiir Au 
A" und A durch gleichzeitige Vertauschung von p mit r1 (nud 
von m mit n) hervorgehen. 
Um endlich die Summen X, Y der Quotienten x, ?f ehenfalls 
durch ]J, q, m, n auszudrUcken, kann man Yersehiedene \\' ege 
einschlagen. Da die Ausdrücke für II, A, K, n S!:hon bekaunt 
sind, so liegt es nahe, hierzu die beiden Gleichungen 
(24) Hq = A + Yp, Kp = JJ + XfJ 
zu benutzen, die aus (1), (2) durch Summation ent~telwn, l'lld 
zufolge der eben hervorgehobenen Bemerkung gr;niigt es, nur 
eine der beiden Summen, z. B. X zu bcrcdlllen, weil hierau8 
die andere Y durch Vertauschung von p mit IJ hervorgehen muß. 
Aus (14) und (2:!) folgt nun 
2(K B) q+1 q-1 p+qq-1 p- · =- --2 P •-- 2 - · 2- - 2 + IJ (~~t + u) 
(
}J-1q-1 ) 
= 2- -2 + m + n q' 
und da die in der Klammer rechts enthaltene :Sunune bei Ver-
tauschung von p mit a uncreändert bleibt so folo't aus I 24) 1 t:> j ö \ 
die IJoppelgleidmng 
I 2 5) 2 X = 2 y _ J! -- 1 '1 - 1 
\ - 2 2 + m + u, 
worin abermals der l~e~iprozitätssatz enthalten Ü;t. Zugleich er-
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Ein <lll11ern W t]c.(, die Summe X zu bestimmen, ergibt sich 
aus der clureh I;>) bestimmten Yerteilnng der He:-:te /1 in sym-
metrischP Paare. Be"'f~ichnet man mit x .. / die den Faktore;l /•. 
7.' entsprechenden Quotienten. so ist . . 
also 
!:p = b + :cu. 1.-'z, = 1/ + x'q, 
(7 I . ,, + 1 ! + I ) : (X + :t.') 1J ··~· :l JJ, 
und aus 1 li 1. 1 7), I·") folgt 
• _L .: P + 1 . I 
,; , J = 
2 
llll ntcrvalle (7) 
. .' }I -1 
x + :1 = 2 im Jntenalle ( K). 
Da nun :/ sowohl in (7) wir in (.81 diesdben \Verte WH' .1 
durchHiuft, dcrcn Anzahl resp. m + n und IJ-;;- 1 -m- n ist, 
so erh1ilt man im g·an?:cl! 
:! X ·.~ 11 + 1 (JH + 11). + 1'- 1 (''- 1 -- m -·- n) 
:! ' ~ 2 ' 
was mit (:!5) iiben~instimmt. -
Hiermit ist da::; vV e,.;entliche der Formeln erschöpft, die 
Zeller mir in seinem zweiten Briefe (vom 7. Oktober 1872) 
mitgeteilt hat, wo er auch heil1infig bemerkt, daß die Größen 
X, X - n, X - m resp. mit tlen auf ganz andere \V eise defi-
nierten Anzahlen a, (3, I' im fünfteil Beweise von Gauß üherein· 
stimmen (wo die Zeichen m, JJI, 11, N durch die ihnen hier ent-
sprechenden p, q, m, n zu ersetzen sind); dod1 >rinl der Zu-
sammenhang zwischen den briden verschiedenen Definitionen 
nicht untersucht. 
Die Gleichheit der beiden ~lnotientensmnmen S, Y ist hin 
auf einem vVege erkannt, fler alle früheren Hesultate vorausset?:t. 
Diese Gleichheit heHteht, wie ich noc·h hrmerken will, selb~t 
dann, wenn die hcidm1 ungerad(•n Zahlrn p, IJ irgendeinen gemein-
samen 'l'ciler haben; der kiirzestL~ vV eg, sie Zll beweisen, scheint 
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der Zahlen p, q die kleinere ist. Läßt man llie Faktoren h: k 
alle ihre Werte durchlaufen, so kann die Anzahl C<: der Fiille. in 
denen die Produktsumme 
hrz + kp >Pli 
2 
wird, auf zwei verschiedene Arten bestimmt werden. ·wählt man 
zuerst einen bestimmten Faktor k und setzt Zp = b + xrz wie in 
(2), so findet man leicht, daß dieser Quotient x zugleich die An-
zahl aller derjenigen Faktoren h ist, welche für diesen vV ert k 
der vorstehenden Forderung genügen, und hieraus folgt offenbar 
a = X. Wählt man aber zuerst einen bestimmten Faktor h und 
setzt hq = a + yp wie in (1 ), so erhält man auf dieselbe ·weise 
die Antwort a = Y; mithin ist X = }~ w. z. b. w. 
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